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SOLUZIONI DEBOLI IN DOMINI LIMITATI

1. ESISTENZA DI SOLUZIONI DEBOLI IN DOMINI LIMITATI

Sia Q un aperto limitato in R? e sia f € L?(£2) una funzione data. Consideriamo il funzionale
Jr:HY(Q) =R

Jf(u):%/Q\Vu\zdxf/Qufdx.

Esercizio 1. Mostrare che esiste una funzione u € HJ () che minimizza Jy in Hy(S2).

definito come

Esercizio 2. Data una funzione u € H} () che minimizza Jy in H} (), scrivere esplicitamente la funzione

t— Jr(tu).

/\Vu|2d:£=/ufdx.
Q Q

Esercizio 3. Mostrare che il funzionale Jy é convesso:
Jrtu+ (1 —t)w) <tJsp(u) + (1 —t)J;(v) per ogni u,v € Hy(Q) ed ogni t € [0,1].
Inoltre, quando t = % st ha uguaglianza se e solo se u = v. Dedurre che la funzione f che minimizza Jy in
H}(Q) ¢ unica.
Esercizio 4. Siano Q C R? un aperto limitato, f € L*(2) e u € H}(Q). Allora sono equivalenti:
(1) w & lunico minimo del funzionale Jy in Hg(Q);
(2) —Au=f in Q in senso delle distribuzioni, ovvero

/ Vu-Veodr=0 perogni ¢ CI(Q).
Q
(3) —Au=f in Q come funzionali nel duale di H}(Q), ovvero

/Vu~Vvdx:/vfdm per ogni v € HY(Q).
Q Q

Dedurre che

Definizione 5. Sia Q un aperto limitato in RY e sia f € L*(Q). Diremo che u ¢ soluzione debole del problema
—Au=f in Q, u € Hy(Q),
se
/ Vu-Vodr = / vfdx per ogni v € Hy(Q).
Q Q
Abbiamo di fatto gia dimostrato il teorema seguente:

Teorema 6. Sia ) un aperto limitato in R? e sia f € L*(Q). Allora esiste un’unica soluzione debole u del
problema

—Au=f in Q u € H ().
Inoltre, u & anche lunico minimo in H}(Q) del funzionale

Jf(u)zé/Q\Vu\de—/Qufdx.

Esercizio 7. Mostrare che se f € L*(Q) ed u ¢ la soluzione debole di
—-Au=f in Q u € Hy(Q),

/\Vu|2dx:/ufdx.
Q Q

(usare come funzione test la funzione v =u). Dedurre che

1 1
Jf(u):—§/Q\Vu|2dx:—§/ﬂufdx.

1

allora



2. UNA SOLUZIONE PARTICOLARE

Lemma 8. Sia Q un aperto in R? e sia D un aperto D € Q. Se uw € H'()) ¢ una funzione tale che
u=0 1in Q\D,
allora
u € Hi(Q).
Proposizione 9. Sia Q un aperto limitato in R? e u una funzione
ue HY(Q)NCQ).
Se u=0 sudQ, allora u € H}(Q).

Esercizio 10. Sia R > 0 e sia By la palla di raggio R in R%. Mostrare che la funzione
R? — |x)?

u(x) = 53

per ogni  x € By ; w(z) =0 per zeR?\ Bg.
Esercizio 11. Sia R > 0 e sia By la palla di raggio R in R%. Mostrare che la funzione
R2 _ ‘.T|2

@) = 5,

per ogni x € Bp
e l'unica soluzione del problema
—Au=1 in Bpg, u € H}(Bg).
3. CONVERGENZA DELLE SOLUZIONI

Esercizio 12. Sia 2 un aperto limitato in R?. Sia f,, e f, € L?()) che converge debole-L? ad una funzione f.
Sia u, la successione di soluzioni di

—Au, = fn in Q, u, € H} (D)
e sia u la soluzione debole di Sia u, la successione di soluzioni di
—Au=f in Q u € HY ().

(i) Mostrare che la successione uy,, & limitata in H'(Q);
(ii) Mostrare che la successione u, converge forte in L?(Q) alla funzione u.
(iii) Mostrare che la successione u,, converge forte in H}(Q) alla funzione u.
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